Relaciones entre variables

Las técnicas de regresién permiten hacer predicciones sobre los valores de cierta va-
riable Y (dependiente), a partir de los de otra X (independiente), entre las que se intuye
que existe una relacion. Para ilustrarlo retomemos los ejemplos mencionados al principio
del tema anterior. Si sobre un grupo de personas observamos los valores que toman las

variables

X Altura medida en cm

Y = Altura medida en metros

X

es trivial observar que la relacion que hay entre ambas es: Y = 17;.

Obtener esta relacién es menos evidente cuando lo que medimos sobre el mismo grupo

de personas es, por ejemplo,

X = Altura medida en cm

Y Peso en kilos

La razén es que no es cierto que conocida la altura x; de un individuo, podamos
determinar de modo exacto su peso y; (dos personas que miden 1,70 m pueden tener
pesos de 60 y 65 kilos). Sin embargo, alguna relacién entre ellas debe existir, pues parece
mucho més probable que un individuo de 2m pese méds que otro que mida 1.20m. Es més,
nos puede parecer mds o menos aproximado una relaciéon entre ambas variables como la
siguiente

Y = X — 110 £ (error).

A la deduccién, a partir de una serie de datos, de este tipo de relaciones entre varia-

bles, es lo que denominamos regresién.
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Mediante las técnicas de regresion de una variable Y sobre una variable X, buscamos
una funcién que sea una buena aproximacién de una nube de puntos (x;,y;), mediante
una curva. Para ello hemos de asegurarnos de que la diferencia entre los valores y; e ;
sea tan pequena como sea posible.

El término que hemos denominado error debe ser tan pequeno como sea posible (ver
figura). El objetivo serd buscar la funcién (también denominada modelo de regresion)

Y=f (X) que minimice dicho error.
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Bondad de un ajuste
Consideremos un conjunto de observaciones sobre n individuos de una poblacién, en
los que se miden ciertas variables X e Y,
X — 21,29,...,T,
Y — Y1,Y92,---5,Yn
Estamos interesamos en hacer una regresion para determinar, de modo aproximado,

los valores de Y conocidos los de X. Asf, debemos definir cierta variable Y = f (X), que

debe tomar los valores

gl = f (.1'1)7
g2 = f(x2),
gn = f (:En)a



de modo que:

Y1 — gl ~ 07
Yo— 12 = 0,
Yn — g)n ~ 07

Ello se puede expresar definiendo una nueva variable £ =Y — Y que mida las diferencias

entre los auténticos valores de Y y los tedricos suministrados por la regresion,

€1 = Y1 — ?91,
ea = Y2 — Yo,
€n = UYn — gn

y calculando Y de modo que E tome valores cercanos a 0. Dicho de otro modo, E' debe ser
una variable cuya media debe ser 0 y cuya varianza S% debe ser pequenia (en comparacién
con la de Y).

Por ello, se define el coeficiente de determinacién de la regresién de Y sobre X, R2,
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Si el ajuste de Y mediante la curva de regresion Y = f (X)) es bueno, cabe esperar que la

R? =

cantidad R? tome un valor préximo a 1.

Anslogamente, si nos interesa encontrar una curva de regresién para X como funcion
de Y, definirfamos X = f (Y) y se procederfa del mismo modo en las definiciones.

El valor de R? sirve, entonces, para medir de qué modo las diferencias entre los ver-
daderos valores de una variable y los de su aproximacién mediante una curva de regresién
son pequenas en relacién con los de la variabilidad de la variable que intentamos aproxi-

mar. Por esta razon estas cantidades miden el grado de bondad del ajuste.

Regresién lineal

La forma de la funcién f en principio, podria ser arbitraria, y tal vez se tenga que la
relacién méds exacta entre las variables peso y altura, definidas anteriormente, sea algo de

forma muy complicada.



Por el momento no pretendemos encontrar relaciones complicadas entre variables,
pues nos vamos a limitar al caso de la regresién lineal. Con este tipo de regresiones
nos conformamos con encontrar relaciones funcionales de tipo lineal, es decir, buscamos
cantidades a y b tales que se pueda escribir Y = a+ bX con el menor error posible entre

YeY.
Observaciéon

Obsérvese que la relacién anterior explica cosas como que si X varfa en 1 unidad, Y

varia la cantidad b. Por tanto:

1. Sib > 0, las dos variables aumentan o disminuyen a la vez;

2. Si b < 0, cuando una variable aumenta, la otra disminuye.

Por tanto, en el caso de las variables peso y altura lo légico serd encontrar que b > 0.
El problema que se plantea es, entonces, el de como calcular las cantidades a y b a
partir de un conjunto de n observaciones (x1,41), (2,Y2),-- -, (Zn, yn), de forma que se
minimice el error. Las etapas en que se divide el proceso son de forma esquemadtica, las

que siguen:

1. Dadas dos variables X, Y, sobre las que definimos Y = a+ bX medimos el error que
se comete al aproximar Y mediante Y calculando la suma de las diferencias entre
los valores reales y los aproximados al cuadrado (para que sean positivas y no se

compensen los errores):
n

Z (yi — Qi)z = Zef
=1

i=1

2. Una aproximacién V = a+bX de Y, se define a partir de dos cantidades a y b.
Vamos a calcular aquellas que minimizan la funcién

n n

Error (a,b) = Z (y; — ﬁi)z = Z (yi —a— bx¢)2

=1 =1

3. Posteriormente encontraremos férmulas para el calculo directo de a y b que sirvan

para cualquier problema.



Regresién de Y sobre X

Para calcular la recta de regresién de Y sobre X nos basamos en la siguiente figura

Una vez que tenemos definido el error de aproximacion, los valores a y b que lo mini-
mizan se calculan derivando con respecto a ambas e igualando a cero (procedimiento de

los minimos cuadrados):

Mibn (yi —a — ba;)? =
o

hé[jibn Z (yf +a%+ be? — 2ay; — 2bxy; + 2abxi) =

1\4/{};11 (ny+na2+b22x?—QQZyi—szxiyi—i—Qabei).
Se deriva e iguala a 0:
% = 2na—2;yi+2b;:m:0
% = szi:x?—ngiyri—M;xi:O

Despejando los valores de a y b, se obtienen las relaciones buscadas:

a = y—bx
Sxy

b pum
Sk

La cantidad b se denomina coeficiente de regresion de Y sobre X.
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Las mismas conclusiones se sacan cuando intentamos hacer la regresién de X sobre Y,
pero, para calcular la recta de regresién de X sobre Y es totalmente incorrecto despejar
deY =a+bX.

La regresion de X sobre Y se hace aproximando X por X del modo X = a+bY donde

a = T—by
Sxy

p = 2XY
5%

pues de este modo se minimiza, en el sentido de los minimos cuadrados, los errores entre

las cantidades x; y las z;
Ejemplo

En una muestra de 1.500 individuos se recogen datos sobre dos medidas antropométri-

cas X e Y. Los resultados se muestran resumidos en los siguientes estadisticos:

T=14 | Sx=2 | Sxy = 45
y =100 | Sy = 25

Obtener el modelo de regresion lineal que mejor aproxima Y en funcién de X. Utilizan-
do este modelo, calcular de modo aproximado la cantidad Y esperada cuando X = 15.

Solucién:

Lo que se busca es la recta, Y =a+bX, que mejor aproxima los valores de Y (segin
el criterio de los minimos cuadrados) en la nube de puntos que resulta de representar en

un plano (X,Y") las 1.500 observaciones. Los coeficientes de esta recta son:

SXY 45
b = =—=11,25
[

a = y—br=100—-11,25-14 = =575

Asi, el modelo lineal consiste en:
Y = —575+1125- X
Por tanto, si x = 15, el modelo lineal predice un valor de Y de:
y=-575+1125-2=—-575+11,25-15=111,25

En este punto, hay que preguntarse si realmente esta prediccién puede considerarse
fiable. Para dar una respuesta, es necesario estudiar propiedades de la regresién lineal que

estdn a continuacién.



Propiedades de la regresién lineal
Una vez que ya tenemos perfectamente definida Y nos preguntamos las relaciones que

hay entre la media y la varianza de ésta y la de Y. La respuesta nos la ofrece la siguiente
proposicion:

Proposiciéon
En los ajustes lineales se conserva la media, es decir

=Y

<

En cuanto a la varianza, no necesariamente es la misma para los verdaderos valores
2 deci
, es decir,

de Y y su aproximacién Y, pues sélo se mantienen en un factor de r

S2 =252
Demostraciéon: Se tiene que
7 = at+bT=(y—br+bx)=7y
5 = 1% = g 5% -

Skv Sxy )
= - 52 -S% =1r?. 52
S2.52 52 o (SX : Sy> Y Y
donde se ha utilizado la magnitud que denominamos coeficiente de correlacién, r, y que

ya definimos anteriormente como

2 SXY 2
ré = —=
Sx - Sy

Observacién
Como consecuencia de este resultado, podemos decir que la proporcién de varianza

explicada por la regresién lineal es del 72 - 100 %
Nos gustaria obtener que » = 1, pues en ese caso ambas variables tendrfan la misma
)

varianza, pero esto no es cierto en general. Todo lo que se puede afirmar, como sabemos

es que —1 < r? < 1, y por tanto,
0< 52 <SSy



La cantidad que le falta a la varianza de la regresion, S%/, para llegar hasta la varianza

total de Y, S%, es lo que se denomina varianza residual, que no es mds que la varianza de

E:Y—Y,yaque

Sy = lZ(yi—ﬂleZ(ﬁi—?‘F@if:

ni:l ni:l
I, -2 1 I~ =
= E;(%—y) +E;6?+E;(%_y)ei:

1 & —
- S§+S?E+EZ(QZ-—@)6¢:S%+S?E

1=1

ya que el tercer sumando se anula segiin las ecuaciones normales:
_ n
i=1
= bZei (x; —T) = bZeixi — ba’cZei =
i=1 i=1 i=1
i=1

Por ello,

53— 8282

Obsérvese que entonces la bondad del ajuste es
R — le_%zl_w:

Sz 2 Sz
2 2. Q2
TR G QU Y DR
Sy

lo que resumimos en la siguiente proposicion:

Proposicion

Para los ajustes de tipo lineal se tiene que el coeficiente de determinacién es igual
a r?, y por tanto representa la proporcién de varianza explicada por la regresién lineal:
R? =r2,

Por ello:

» Si |r| & 1 el ajuste es bueno, es decir, Y se puede calcular de modo bastante

aproximado a partir de X y viceversa.



= Si |r| &~ 0 las variables X e Y no estdn relacionadas (linealmente al menos), por
tanto no tiene sentido hacer un ajuste lineal. Sin embargo no es seguro que las dos
variables no posean ninguna relacién en el caso r = 0, ya que si bien el ajuste lineal

puede no ser procedente, tal vez otro tipo de ajuste de tipo cuadrético sf lo sea.

Ejemplo

De una muestra de ocho observaciones conjuntas de valores de dos variables X e Y,

se obtiene la siguiente informacion:

in =24 inyi =64 Zyz =40

ST =12 52 =6

Calcular:
1. La recta de regresién de Y sobre X. Explicar el significado de los pardametros.

2. El coeficiente de determinaciéon. Comentar el resultado e indique el tanto por ciento

de la variacién de Y que no estd explicada por el modelo lineal de regresion.
3. Si el modelo es adecuado, ;cuél es la prediccién ¢ para x = 47

Solucioén:

1. En primer lugar calculamos las medias y las covarianza entre ambas variables:

oo 2l _ 2% g
n 8
n 8
Ty 64
Syy = 2T g O g5 g
n 8

Con estas cantidades podemos determinar los pardmetros a y b de la recta. La pendi-

ente de la misma es b, y mide la variacién de Y cuando X aumenta en una unidad:

SXY -7
b="2Y — L — 1167
5276 ’

Al ser esta cantidad negativa, tenemos que la pendiente de la recta es negativa, es
decir, a medida que X aumenta, la tendencia es a la disminucién de Y. En cuanto al valor

de la ordenada en el origen, a, tenemos

a:gj—b-j=5—<%7>-3:8,5
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Asi, la recta de regresién de Y como funcién de X es
Y =85—1,167-X

2. El grado de bondad del ajuste lo obtenemos a partir del coeficiente de determinacion:

2 2 Sxy ? —7
X 'Y '

Es decir, el modelo de regresion lineal explica el 68 % de la variabilidad de Y en funcién
de la de X. Por tanto, queda un 32 % de variabilidad no explicada.

3. La prediccién que realiza el modelo lineal de regresion para x = 4 es:
y=28,5—-1167-x=85—1,167-4 = 3,83

que hay que considerar con ciertas reservas pues, como hemos visto en el apartado anterior,

hay una razonable cantidad de variabilidad que no es explicada por el modelo.

Ejemplo

En un grupo de 8 pacientes se miden las cantidades antropométricas peso y edad,
obteniéndose los siguientes resultados:

Resultado de las mediciones

X=edad | 12| 8 |10 11| 7 | 7 |10| 14
Y =peso | 58 | 42| 51 | 54 |40 | 39 | 49 | 56

. Existe una relacién lineal importante entre ambas variables? Calcular la recta de
regresion de la edad en funcién del peso y la del peso en funcién de la edad. Calcular
la bondad del ajuste ;En qué medida, por término medio, varia el peso cada ano? ;En
cudnto aumenta la edad por cada kilo de peso?

Solucién:

Para saber si existe una relacién lineal entre ambas variables se calcula el coeficiente
de correlacion lineal, que vale:

_ Sxy 1520
 Sx-Sy 232696

r

0,94
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ya que

79
domo= 9= 1= =988

389
Yy = BI=7y= = =148,63
) , 823 )
doal = 8= 5% = — —9.88% =5,36 = Sx =232
19,30
S yp = 1930 = 5} = — 48,632 = 48,48 = Sy = 6,96
S ws = 396 = Syy = 2 g —3’896 0,88 48,63 = 15,20
n

Por tanto el ajuste lineal es muy bueno. Se puede decir que el dngulo entre el vector
formado por las desviaciones del peso con respecto a su valor medio y el de la edad con

respecto a su valor medio, 6, es
r = cosf) = @ = arccos(r) ~ 19 grados

es decir, entre esos vectores hay un buen grado de paralelismo (s6lo unos 19 grados de
desviacion).
La recta de regresion del peso en funcién de la edad es es

A

Y = ai + le = 20,61 + 2,84 - X
a = j—bz=20,61

S
bl _ XY

—— =284
S% ’

La recta de regresion de la edad como funcién del peso

A

X = a+bY=-5374+031-Y
o = T — bgg = —5,37
SXY

by = —/ =0,31
2 S}Q/ )

que, como se puede comprobar, no resulta de despejar en la recta de regresién de Y sobre
X.

La bondad del ajuste es R? = r? = 0,889, por tanto podemos decir que el 88,9 % de
la variabilidad del peso en funcién de la edad es explicada mediante la recta de regresién

correspondiente. Lo mismo podemos decir en cuanto a la variabilidad de la edad en funcién
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del peso. Del mismo modo, puede decirse que hay un 100 — 88,94 = 11,06 % de varianza
que no es explicada por las rectas de regresién. Por tanto, la varianza residual de la

regresion del peso en funcién de la edad es

Sp=(1-r* Sy =0,11-48,48 =5,33
y la de la edad en funcién del peso:

S =(1-7r*)5%=0,11-536=0,59

Por 1ltimo, la cantidad en que varfa el peso de un paciente cada ano es, segin la
recta de regresion del peso en funcién de la edad, la pendiente de esta recta es by = 2,84
Kg/ano. Cuando dos personas difieren en peso, en promedio la diferencia de edad entre

ambas se rige por la cantidad by = 0,3136 anos/Kg de diferencia.
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