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Obijetivo:
Se pretende que el estudiante encuentre algebraicamente antiderivadas



MOISES VILLENA MUNOZ Lo integral Indefinido

En la antigiiedad existian dos problemas a resolver, el de la recta
tangente y el area bajo una curva. El problema de la determinacion de
la ecuacion de la recta tangente fue resuelto con la derivada y ya fue
tratado en calculo diferencial. El problema del calculo del area bajo una
curva se lo resuelve con las nociones del calculo integral los cuales
expondremos en este curso. Sin embargo empezaremos en este capitulo
hallando antiderivadas y en el siguiente capitulo utilizaremos
antiderivadas para el proposito del calculo integral.

1.1 DEFINICION DE ANTIDERIVADA O INTEGRAL
INDEFINIDA

Llamamos a F una antiderivada, primitiva o
integral indefinida de ¢ en el intervalo 1, Si
D,F(x) = f(x) €S decir F(x) = f(x)

1.1.1 Notacion
La notacion que emplearemos para referirnos a una
antiderivada es la siguiente:

J'f(x)dx= F(x)+C

1.1.2 Teorema

SI F(x=6'(x) , vxe(ab) entonces existe una
constante c tal que F(x=cx+c, vxe(ab)

Demostracion:

Sea H(X)=F(x)-G(x) definida en un intervalo(a,b)  entonces
H'(x)=F (x)—=G’(x). Por Hipétesis, como F’(x)=G (x) entonces H"(x)=0,
vx e (a,b).

Como H es derivable Vx e (a,b), entonces de acuerdo el teorema del valor medio para
H(x) — H(x)

1

derivada, 3x, € (x,x;) < (a,b) tal que H'(xy) = . Haciendo H"(xy) =0

tenemos M
X; — X

Porlotanto F(x)-G(x)=C

=0 esdecir H(x)=H(x;)=C.
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1.2 INTEGRACION.

Integracion significa calcular antiderivadas o primitivas, el
proceso contrario de la derivacion, como ya se habra notado. Esto no es
tan sencillo y requeriremos de técnicas, las cuales presentaremos a
continuacion.

En primera instancia, es importante pensar que siempre se va a
poder determinar la antiderivada empleando féormulas, igual como se lo
hacia en el calculo de derivadas.

1.2.1 Formas (Férmulas) Estandares de Integrales
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Las primeras 11 formulas se las puede entender facilmente de
acuerdo a las formulas que se proporcionaron para derivadas.

Ejemplo-1

Calcular Ixzdx

SOLUCION:
Seria cuestion de emplear la formula 2.

3

2+1
x2dx=2>—+Cc=2"1cC
2+1 3

Ejemplo-2

1
Calcular | | — dx
J. VX

SOLUCION:

Seria cuestion de emplear la formula 2.

14

_ 2
1 dx = x%dx:x +C
Ix 341

Ejemplo-3

Calcularj L > dx
4+ X

SOLUCION:
Seria cuestion de emplear la formula 17.

1 1 «
j 27 dx = Earctan(5)+c

Para suma, resta de funciones y multiplicacion por escalares
hacemos uso de las siguientes propiedades.

1.2.2 PROPIEDADES.

La Integral Indefinida cumple con propiedades de linealidad, es
decir:

1. J.[f(x)ig(x)]dx:jf(x)dxijg(x)dx
2. jkf(x)dx=kjf(x)dx; keR
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Ep%lo- 4

Calcular J'(EJF 3sin x —4e* jdx
X

SOLUCION:

Aplicando propiedades y formulas:

j(g+3sin x—4exjdx :Igdx+j3sin dx—j4exdx
X X
= ZJ‘l dx+3jsin xdx—4jexdx
X

=2Inx—3cosx—4e* +C

Para situaciones un tanto mas complejas se requerira de técnicas
para lograr el objetivo.

1.2.3 TECNICAS DE INTEGRACION

1.2.3.1 INTEGRACION DIRECTA.

Puede ser que, haciendo uso de recursos algebraicos, de las
propiedades y de las formulas se puedan encontrar antiderivadas.

Ejemplo-1

3
Calcular (t=x) dx
x3/x

SOLUCION:
Elevando al cubo el binomio y luego simplificando para aplicar propiedades, resulta:

(1- x) 1-3x+3x2 —x3 .

- {x‘% —3x‘% +3x% —x%}dx

= /dx 3'[ ydx+3J‘ ydx—j‘ /dx

%///

—y AR
:—3x_% ——x% +gxé —fo +C
2 5 8
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tjercicioy Propuestoy 1.1
Encuentre las antiderivadas de:

o
X+l _gx-1
1 (3— xz)adx J‘Z 5
N 5 J' LIRS MRS
X X

1.2.3.2 INTERGRACION POR SUSTITUCION O CAMBIO DE
VARIABLE

Cuando se presentan funciones compuestas, en las que ya no es
posible una integracion directa, puede ser que con un cambio de
variable se transformen en integrales inmediatas.

En este caso las formulas de integrales se las puede observar no
s6lo para " X" sino para otra variable.

jemplo-1

Calcularj(l— x)*° dx

SOLUCION:

No seria practico obtener el desarrollo del binomio, porque el exponente es 30. Entonces, seria
mas conveniente si empleamos el cambio de variable t =1—x .

Del cambio de variable, tenemos: % =-1dx —» dx =—dt.
X

31
Ahora sustituyendo resulta: J-t30 (-dt)= —J‘tsodt = —t3—1 +C

31
Una vez integrado, reemplazando t se obtiene:j(l X)30d _(1 3);) iC

Ejemplo-2
Calcular sen-/x dx
Jx
SOLUCION:
Aqui empleamos el cambio de variable: t = f
Del cambio de variable se obtiene: ﬂ =—— >dx= 2\/_ dt.
dx QJ_

Sustituyendo resulta: J‘

en«/ﬁ J‘SEM 2ﬁdt=2j‘sentdt:2(— cost)+C
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sen \/;
I

Una vez integrado, reemplazando "t " tenemos: j dx = —2c0os+/x +C

E!’%Elo 3
CaIcuIarJ‘xw/x—ldx

SOLUCION:
Aqui empleamos el cambio de variable: t = x—-1

Del cambio de variable se obtiene: % =1—>dx=dt
X

Sustituyendo resulta: J‘xw/x —1ldx = J‘ x-/tdt

Como no se simplifica la X , debemos reemplazarla.

En este caso, despejando del cambio de variable: x=t+1

Ixﬁdt = I(t+1Mdt = I(tﬁ+ﬁ)dt = It%dt+jt%dt
Entonces:
= %t% +%t% +C

Una vez integrado, reemplazando t resulta:

J‘xmdx =%(x—1)% +%(x—1)% +C

tjemplo-4

4x—1+arc tan x —earctanx
Calcularj-( dx

x2 +1
SOLUCION:
Separando las integrales, tenemos:

arc tan x
;’ X dx — 21 dx + arczztanxdx_ ¢ 3 dx
X“+1 X“+1 X +1 X< +1

Ahora tenemos 4 integrales, que se las trata por separado.

X . . .
—dx . Esta integral se la resuelve por cambio de variable t = x? +1, de donde

X +1
E=2x,entonces. dx=$.
dX 2X
Sustituyendo, resulta: ﬂﬁ_z }dt:ZIn\tHC :2In‘x2 HPC
x2 +1 t 2x t

—dx Esta integral es directa. de =arctanx+C
x2 +1 X +1

arctg x
&dx Esta integral se la resuelve por cambio de variable t = arctgx , de donde

1
dX T X241

, entonces dx = (x2 +1}1t .
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Sustituyendo, resulta:

2 2
arctanx |t (x 2, l}jt I PR S (arctanx)? c
x2+1 x2+1 2 2

arc tg x
egldx Para esta integral sirve el mismo cambio de variable, por tanto:
XS+
e{:II’C tan x et 2 t t "
;——dx= . (x +1}it= eldt=e' +C =™, C
X< +1 X“+1
FINALMENTE:
4x-1+arctan x—edctanx arc tan x)?
dx =2 In‘x2 +]4 —arctan x+g—earCtan X4C
x2 +1 2

tjemplo-5

dx

\/(1+x )In(x+ 1+ xzj

Calcular

SOLUCION:

Tomando el cambio de variable: 't = In x + 1+ X2

dt
== 1+
dx X+ 1+x 241+ x?

, , 1+x +X
Del cambio de variable:
X+ 1+x 1+x
dt _ s dx = 1+ X2 dt
dx

1+ X2
Reemplazando, resulta:

j dx [ 1+ x2 dt

\/(1+x2)ln(x+mj o \/1+X2ﬁ
= .tf%dt=2t%+c

=2 In(x+x/1+x2)+c
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tjercicioy Propuestos 1.2

Calcular:
d o
1 dx 1 A1+ x2 +><x/1—><2 dx
o (5)(—2)% o J1-x*
o o
In x dx
2. | x4/2x-1dx 12.
X~/1+1Inx
L [ 4
~ o
dx dx
13. —_—
8 ) T xInxIn(Inx)
J sen [2x+—] v
4 3
° 14, a+ X dx
4. | .J1-sen (2x) dx a-x
[ 4
o o
o Sen X cos X
2 15. dx
1
5 %dx J \/azsen2x+b2 cos? x
o = o
" dx
2 16.
6. t+x) dx sen?x 4ctgx
J 1+ x2 ¢
* dx > In(x+x/1+x2j
7. 17. — 2 dx
{1+ x)Wx 1+x2
L [
d o X X
8 arctan«/; dx 18. 2”3 dx
x @+ %) 9% _ 4
L 4 [ 4
g o
T |n(i+7x] i 19. x dx
1-x - X
L J1ex2 4 (1+ xz)3
10. Iﬁdxﬁ 20. .X—_ldx
Xt J Vax? —8x+3

1.2.3.3 INTEGRACION POR PARTES.

Para el producto de funciones, tenemos: d(uv)= udv + vdu
udv = d(uv)- vdu

Despejando y tomando integral, resulta: judv _ jd(uv)— J‘ v

En definitiva, la formula que se emplea en integracion por partes

Iudv =uv—J‘vdu

Ejemplo-1

Calcular j x e* dx

€s!

SOLUCION:
Haciendo [U =Xy dv = e *dx .
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Entonces du = dx yv:J‘ede =eX
dv

\ "
~ ~=a
e” — | e"dx
Integrando, resulta:

=xe*-e*+C
E[eltglo-Z

—
e* dx =

X }e
X }=

Calcular I (2x2 +3x — 5)sen X dx

SOLUCION:
Haciendo u = 2x2 +3x -5 y dv = sen x dx .

Entonces du = (4x + 3)dx y V:Isen xdx = - cos X

Por lo tanto, integrando tenemos:
u d u

_— \ D S v v duﬁ
J 2x? +3x—5pen x dx = (2x2 + 3x - 5 |- cos x)—J(—cos x )4 x + 3)dx
= —(Zx2 +3x—5)cos X+J‘(4x+3)cos xdx

Ahora, la integral j (4x + 3)cos xdx también se la realiza por partes.

Haciendo u=4x+3 y dv = cos x dx . Entonces du = 4dx y

v:jcos xdx = sen x

Por tanto: J‘(A'X +8)cos xcx = (4x-+3)sen x _jse” x(4dx)

= (4x+3)sen x + 4 cos x
FINALMENTE:

I(ZXZ +3x—5)sen X dx = —(2x2 +3x—5)cos X + (4x+3)sen X+ 4cos x+C

Ejemplo-3

Calcular Jex cos Xxdx

SOLUCION:
Haciendo u = e* y dv = cos x dx .

Entonces du = e*dx y v = J‘ cos xdx = sen X

10



MOISES VILLENA MUNOZ Lo integral Indefinido

Por tanto: ‘[ex cosxdx = e*senx — jsen x e*dx

La integral Jsen xe*dx se la calcula por parte. Hacemos u = e* y dv = sen x dx .

Entonces du = e*dx y v = Isen xdx = —cos X .

Por lo tanto J‘ex sen xdx = —e* cosx+jex c0s xdx

FINALMENTE:

J.eX cos xdx =e* sen x—| —e* cosx+'[excosxdx
X _ X X X
Ie cosxdx=e” sen x+e cosx—je cos xdx

Note que la Ultima integral es semejante a la primera; entonces, despejando

ZJ‘ex cos xdx = e* sen x+e* cos x

X X
e”senx+e” cos X
J‘ex COSXdXZerC

Ejemplo-4

Calcular jx In xdx

SOLUCION:
Agui debemos tomar u = In x y dv = x dx .(;por qué?)

Entonces du = ldx yv= I xdx = X
X

Por tanto:

Calcular J‘In Xdx

SOLUCION:

11
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Entonces, aqui seria también u=Inx y dv=dx . Entonces /du = ldx y
X

V= j dx = x
Por tanto:
1
Ilnxdx—xlnx—jx(dxj
X

=xInx—x+C

Ejemplo-6

Calcular jx arctg x dx

SOLUCION:

1 x?
5 dx y v:7

Tomamos U = arctgx y dv = xdx , entonces: du =
1+x

2 2
X X 1
xarctg xdx = (arctgx) — [— | — dx

2
X
:%xzarctgx—% ——dx
X“+1

Por tanto:

2
X 1
2 =1
X +1 X +1

2
Reemplazando 2X dx = [1 - 21 ]dx = | dx- %dx = X —arctgx
x°+1 X“+1 x°+1

FINALMENTE: jxarctg xdx = 1 x?arctgx - 3 [x —arctgx]+ C

Para la ultima integral dividimos el numerador entre el denominador, resulta:

tjerciciosy Propuestos 1.3

Encuentre las antiderivadas de:

Lo xe¥ dx 11. | x(arctgx)? dx
.. o
2X *
2. | (x+1)e¥dx 12 | e/* ax
.. o
3. | (2x~1)sen3xdx 13. 11In [x+\/1+7j dx
.. ..
4. | xsen(3x —L)dx 14. | arcsin x dx
o °.
5. | x2 e 2% gx 15. | arctg xdx
v [
6. (x2 —3x+ Z)ezx dx 16. | arc tan(\/;)dx
o. ..
7. ) (2x-1)Inxdx 17. | cos (Inx) dx
o L4

12
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8. J‘\/; InZ x dx 18. | sen+/x dx
9. J‘ X Inox dx 19. | sen (Inx) dx
10, | Xeosxax 20. | senxin(tg x)dx
sen? x J

1.2.3.4 INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

Cuando se integran funciones trigonométricas que no sean

directas, es necesario utilizar identidades trigonomeétricas. Se las ha
clasificado de la siguiente manera:

TIPO I: Integrales de la forma: jsen” xdx O Icos” X dx

Para este caso se sugiere, lo siguiente:

2 2
=n n Sen X:]._COS X
1. Si es IMPAR usar:
cos? x=1—sen? x
2 1-cos2x
. sen X:T
2. Si"n" es PAR usar:

2 1+ cos2x
Cos“ X = =

jemplo-1

Calcular Icosz X dx

SOLUCION:
Usamos la regla para la potencia par:

jcosz xdx = I[Wjdx
l:jldx+ '[ costdx}

sen ZX}

1
== X+
2

jemplo-2

Calcular J.sen3 X dx

SOLUCION:
Ahora usamos la regla para la potencia impar:

jsen3 x dx = Jsenz xsen xdx

= I(l— cos? x)sen xdx

= Isen xdx — jcosz xsen xdx

De esto Ultimo, la primera integral es directa y la segunda es por sustitucion.

13
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1. Isen Xdx = —cos x

2. jcosz xsen xdx requiere el cambio de variable |t=C0SX | entonces dt =—sen xdx .

3
Reemplazando resulta: jcosz xsen xdx = jtz(— dt)=— COZ X
3 cos® x
FINALMENTE: | sen®xdx = —cosx + 3 +C
Ejemplo-3

Calcular J.cos"' X dx

SOLUCION:
Ahora usamos la regla para la potencia par:

Icos4xdxj(cosz x)zdx
1 2 2
:J.[ +COS xj i
2
1 2
=4“-1dx+J‘20052xdx+Icos 2xdx}
:1 X+25en2x+ 1+ cos4x dx
4 2 2
1 1
==|x+sen2x+—| [ 1dx+ | cos4xdx
4 2
=é x+sen2x+1 X+sen4x +C
4 2 4

TIPO II. Integrales de la forma J‘senm xcos" x dx

1. si mvn sonimpares

Ejemplo-

Calcular Iseng xcos ™ x dx

SOLUCION:
Como el exponente de seno es impar, hacemos lo siguiente:

J.seng xcos™ x dx = Isenz xsen xcos ™ x dx
B 2 4
= j(l—cos x)sen XCO0S X dx
= I(cos x)™* sen x dx — I(cos x) % senx dx

Ambas integrales se resuelven por sustitucion. Haciendo cambio de variable t =cosXx de donde
dt = —sen xdx , resulta
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J (cosx)"* sen x c— I (cos )2 sen x dx = I 4 Cdt) I 2 dt)

2. Si man son pares

Ejemplo-

Calcular Isenz xcos* x dx

SOLUCION:
Como ambos son pares, entonces:

J‘senz xcos® x dx =

Isenz x(cos2 x)2 dx

J[l—costj(H coszxj2
= dx
2 2

;I(l— cost)(H 2€052X + 0s? 2x)1x
= ;J‘(lJr €S2 — C0s2 2X — Cos° 2x)1x

= % jldx + jcos 2xdx — jcosz 2xdx — jcos3 2xdx

Las dos ultimas integrales son trigonométricas

X

psenax _ f(lrcosax )y | cos? 2x cos 2xdx
2 2
X+Senzzx_;[j‘ldx+"‘cos4xde—J‘(l—sen2 2x)cos 2x1

|

@ |

. sen2x 1 X+sen4x —| | cos2xdx— | sen? 2x cos 2xdx
8 2 2 4

_1 sen2x X sen4x sen2x_sen32x e

8 2 2 8 2 6

FINALMENTE:

J-senz xcos? x dx = ;[)2(— sen 4x +

8

3
sen 2x LC
6

15
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16

J‘ €0S MXx €os nxdx

TIPO III. Integrales de la forma: jsen mx cos nxdx J‘sen mx sen nxdx ,

En este caso se recomienda usar, las siguientes identidades como
sea conveniente:

Sen mx cos nx = % [sen(m +n)x +sen(m—n)x]
sen mxsen nx = —% [cos(m +n)x —cos(m —n)x]

COS MX COS NX = % [cos(m +n)x+cos(m —n)x]

tjemplo-1

Calcular: '[sen 2xc0s3x dx

SOLUCION:
Empleando la identidad trigopnométrica respectiva y simplificando, resulta:

jsen 2xcos3x dx = j;[sen(z +3)x+sen(2 - 3)xix

= % jsen 5xdx + Isen(— X )dx

1 {_ c0s5x

2

+cosx}+c

tjemplo-2

Calcular Isen XSen 2xsen 3xdx

SOLUCION:
Agrupando y aplicando identidades, tenemos:

J.sen xsen 2xsen 3xdx = J.(sen xsen 2x)sen 3xdx

- J— % [cos(L+ 2)x — cos(1— 2)x Jsen 3xdx

= —;J'[cos 3xsen 3x —cos(— x)sen 3x Jdx

= —% sen 3xcos3xdx — Isen 3XxC0s xdx}
= —% %[sen 6X +sen Ox]— I;[sen 4x+sen 2x]dx}

= —% sen 6xdx — J-sen 4xdx — J.sen 2xdx:|

__0036x cos4x  c0s2x c
6 4 2

FNE
T
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TIPO IV. Integrales de la forma: j tg" xdx y | cotg"xdx

2 2
. . . . tg” x=sec” x-1
Aqui se recomienda usar las identidades: ) )
cotg x=csc” x—-1

Ejemplo-1

Calcular Itgg X dx

SOLUCION:
J‘tg?’ x dx = jtgz xtgxdx
_ 2
= j (sec X —1)tg xdx
= J‘secz xtg xdx — Itg xdx

La segunda integral es directa, mientras que la primera es por sustitucion.

[E=TG5] de donde [dt =sec? x|

FINALMENTE:
3 _
J.tg x dx = J'tdt—(— In|cos x|)
2
ot x, Injcos x| +C
2
E[alLElO' 2
Calcular Icotg“x dx
SOLUCION:

Empleando la identidad trigonométrica respectiva y aplicando propiedades, resulta:

jcotgAX dx = J‘cot gzx cotgzx dx

= Jcot gzx (csc2 X —1)dx

= Icot gzxcsc2 xdx — Icot gzxdx

La primera integral es por sustitucion y la segunda se emplea la identidad trigonométrica
respectiva, es decir:

17



MOISES VILLENA MUNOZ Lo integral Indefinido

2
j‘cotg“X dx = J‘[cot gx] csc? xdx — cotgzxdx
t —dt

3
= _cotg X —J‘(csc2 x—l}ix

3
3
= —CMS?X—JACSCZ xdx+J-dx

3
cotgx
=—Tg+cotgx+x+c

TIPO V. Integrales de la forma: jtgm xsec”" xdx y jcot g™xcsc” xdx

Caso 1. Si el exponente de la secante o cosecante "n" es par, se procede
con el diferencial de la tangente o cotangente.

Ejemplo-

-3
Calcular jtg %2 y sec® xox
SOLUCION:

-3 -3
tg A x sec* xdx = tg A x sec? xsec? xdx
L X
" 3
= tg_é X (t92 X +1)s.ec2 xdx

_3
= tg%xseczxdx+ tg Axseczxdx

L 4
Las dos integrales Ultimas se hacen por sustitucion:

_y * % _%
tg /2xsectxdx= || tgx| sec?xdx+ ||tgx sec? xdx
— [— —

N
J Ut dt t

dt
B tg% X tg_% X

%5

=%tg%x—2tg7%x+c

+C

Caso 2. Si el exponente de la tangente o cotangente "m" es impar, se
procede con el diferencial de la secante o cosecante.

Ejemplo-

Calcular J.tgs X 56672 xdlx

18
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SOLUCION:
Descomponiendo para obtener el diferencial de la secante

_ _3
jtg3 X sec 2 xdx:J‘tg2 X sec 2 x(sec x tg xdx)

d(secx)
y luego resolviendo, tenemos:

J-tg 3 xsec 72 xdx = J-(sec2 X —1)sec_% x(sec x tg xdx)

— | sec’? x(sec x tg xdx)— sec 2 x(sec x tg xdx)

L
estas Ultimas integrales se resuelven por sustitucion:

(secxtg xdx)
bl hnat?

dt

b
tg° x sec_% xdx = [%}
t

o \h
(secx tg xdx)— [sec x]
itk Raia? =3

dt JU

= %sec% X+ 2880_% X

Otras integrales trigonométricas pueden requerir tratamientos ya
definidos:

Ejemplo-

Calcular Isecs X dx

SOLUCION:
Esta integral se resuelve por partes

Isec3 x dx = j sec xsec? xdx
e
u dv

Entonces si tomamos u =secx tenemos du=secxtgxdx Yy si tomamos dv =sec? xdx
tenemos v = tg X

Ahora, integrando

, e

sec” x dx =sec xtg x— | tg xsec x tg xdx

L 4

od

=secxtgx— | tg? xsec xdx

=SecXxtg x— (se02 X —1)sec xdx

=secxtg x—."sec3 xdx+J.sec xdx

J‘sece’ X dx = sec x tg x—jsece’ xdx + In[sec X + tg X|

FINALMENTE, despejamos la integral buscada

2 | sec® x dx =secxtg x +Insec x + tg ]

J‘sec‘? x dx=1secxtgx+1Insecx+tgx+C

19
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tjercicioy Propuestoy 1.4

Encuentre las antiderivadas de:

od o
5
1 (2 ~3cos? 2x}1x 11. | tan®xdx
L 4
L4 L
[ 3 12. c tg6 x dx
2. | sen” 3xdx o
o .
. 13. tan?5 x dx
3. | cos® x dx ¢
d
L4
. 14. tg5 xsec_% xdx
4. | cos® x Jsenx dx R
ol
L 4
5. | sen 3x sen 5x dx o SENT XCOS™ X
.
L4
[ 2 16. X v 3(x
6. | sen = cos X dx . Sen(jEOS (5)
3 3 .
s dx
z 7 17. 2 4
7. | sen ZX—E cos 3X+E dx J sen‘ xcos™ x
L 3
senix+7
* ) 18, M dx
8. | cosxcos“ 3x dx J Sen X cos X
o ~ d
* 3 ; 19. Zix
9. | sen®(2x)cos’ (2x) dx J sen® xcosx
L 4 L
20. csc3 x dx
10. CO0S X C0S2X c0s3x dx R

1.2.3.5 INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA.

Se trata ahora de convertir las integrales dadas en directas
mediante una sustitucion trigonométrica. Usualmente presenta la
forma de radicales con suma o diferencia de cuadrados, en tal caso se
recomienda:

Si tenemos a’®—x®  sustituir
X=asent

Si tenemos a?+x?  sustituir
X= atgt

Si tenemos x?2 —a?  sustituir
X=asect

20
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Ejemplo-1

Calcular

P
"‘4_2)( dx
X

En este caso hacemos X = 2sent entonces dx = 2 cos tdt
Reemplazando y resolviendo, resulta:

Ahora hay regresar a un expresion en

[ .2 * [, 2
I 4;X o= | 4 (2sent) 2costdt
X

= | cotg 2t
ol

= (csczt - l}it

= | csc?dt— | dt

L4
=—cotgt—-t+C

X . ] - .
sent = N Por trigonometria, hacemos el siguiente triangulo:

De la figura, observamos que cotgt=

X
t =arcsen E tenemos:

dx=-cotgt—-t+C
X2

4-x2

\4—x?
X

X
=——————arcsen—+C
X 2

X", para lo cual del cambio de variable tenemos

y como

21
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3
Calcular Lﬁ(s
(x2 + Q)A
SOLUCION:

En este caso hacemos X = 3tgt entonces dx = 3sec’t dt
Reemplazando y resolviendo, resulta:

xdx _ (3tgt)3

(x2 + 9)% i ((3tgt)2 + 9)%

3sec? tdt

3 2
_ 27tg”t 3sec tdt

[

B 81tg3t sec?t dt

(SSect)3

d
81t93t sec?t t
=] —d
27sect
o
3
t
197
sect

=13

o
2
tgttg’t .
sect

2 -
_3 tgt(sect l!dt

sect

o
2
tgtsec”t
tgtsec’t | tgt
sect sect

=3 | secttgtdt— J sentdt

L@
= 3[sect +cost]+C

Ahora por trigonometria, del cambio de variable tgt = = tenemos el siguiente triangulo:

[,2

Por tanto sect = 22X cost =5

3 x% +9
FINALMENTE,
X 3 2
x2dx X +9 3
3 =3 3 = +C

(x2 +9)2 X°+9
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E!'elLElO' 3
j ~x2 3—16 dx
X

SOLUCION:
En este caso hacemos X = 4sect entonces dx = 4sect tgtdt
Reemplazando y resolviendo, resulta:

2 _ 2
J‘ X 3 16 de‘ (4sect) 16 4sect tgtdt
X

Calcular

(4 sect)3

2 —
= ngm%ect tgtdt

43sect

o
{ -2
16lsect -1
= 2 tgtdt

42 sec“t

o
2
\[16tg°t
-2 gt

42 5ec?t
o

L L

42 seczt
L

d

tg2t

= 3 dt
4sect

[

2
o Sent

2
1) cos’t 4
4 1
cos?t
o

sen? tdt

170032tjdt

&
I

cos 2tdt
:1 t- sen 2t +C
8| 2
:1 o 2sentcost +C
8| 2
Ahora por trigonometria , del cambio de variable sect = " tenemos el siguiente triangulo:
X
\x?-16
t
4
2
X X< -16 4
Por tanto, t=arcsecz , Sent=——— y cost =—
X X

23



MOISES VILLENA MUNOZ Lo integral Indefinido

24

FINALMENTE:
2_
\x° -16 dxzé[t_ZSentcost e
x3 8 2
== arcsec—— 16& +C
8 X

En otras integrales, es necesario completar cuadrado primero.

tjemplo-4
Calcular jw/S —4x—x%dx

SOLUCION:
Primero completamos cuadrado, para de alli realizar una simple sustitucién algebraica y luego la
sustitucion trigonométrica que convenga.

J‘ 5—4x—x2dx=J' 5-(x? + 4x + 4+ 4dx

= | Jo-(x+2fdx
L4

En la dltima integral podemos hacer u=Xx+2 entonces du = dx Yy la integral quedard asi:
(>

\9-u?du
L

Para la cual la sustitucion trigonométrica adecuadas es u=3sent de la cual resulta
du = 3costdt . Reemplazando y resolviendo, tenemos:

J‘JQ—uzdu=J‘J9—93en2t3costdt
J.3cost3003tdt

=9 | cos?tdt

9 1+ costhdt
2

= % Ildt + jcos 2tdt

L sen Zt}

94

2_

9, , 2sentcost |
2 2

Del cambio de variable sent = % obtenemos el siguiente triangulo:

9-u?
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V9—U2

Entonces t = arcsen% y cost =

Por tanto,

j«/Q—uZdu:Z[t+sentcost]+c
a2
:zlarcsen(:}r: 9-u ]+C

3

Finalmente, como U = X+ 2 , reemplazando resulta:

I 9—u2du:2[arcsen( u 9 u’

x+2k x+2
g arcsen(xgzj

tjercicio-Propuestos 1.5

Encuentre las antiderivadas de:

d o
1. | x2J9—x% dx 11 d
2
o J 1+e?X
o o
2 12 sec? xdx

@ )/ o wtgzx+4tgx+1
3 13 sen x cos xdx

@ )/ o 79 +sen” x

14, xarctg xdx
2

1+X
o g_XZ ..
. arctanx
dx
5 | —— 15.
o xx% +9 o Q‘FX )/
g
6 dx *
: 3 [ 2 16. x2 arc cos x dx
x“ -9
L 4
L
o
dx
7. | ——— In x dx
4.2 17.
'.X xt-1 o X\/1—4Inx—ln2x
x2 *
8. dx xdx
W2 _2 18. ) Z
'. , o (1+x &1—x
o
9 Xidx X3dX
2 19.
J Vax=x x—x2 42
L4
o
10. o x1 dx

20. 8 a4 o
(><2+4x+13)3 J X8 +3x% +2

25
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1.2.3.6 INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

Cuando la funcién racional p((x)) es una fraccion propia, o sea que
q(x

el grado del numerador es menor que el grado del denominador, se
recomienda usar el método de fracciones parciales.

REGLA GENERAL

Sea g(()’g una fraccién propia. Entonces:

1.Se podrd expresar en tantas fracciones parciales
como factores tenga el denominador q(x).

2. Cada denominador de las fracciones parciales es un
factor de q(x).

3.El' numerador de cada fraccion parcial sera un
polinomio de un grado menor a su denominador.

Ahora veamos por caso.
CASO I: q(x) se descompone en factores lineales diferentes
Ejemplo-

Calcular dex
X3

—2x2 -3x
SOLUCION:
Note que tenemos la integral de una fraccion propia (el grado del numerador es uno mientras que
el grado del denominador es tres). Empecemos factorizando el denominador
5x+3  5x+3  5x+3

-2 -3x  xx?-2x-2) x(x-3)x+1)
El denominar se expresa en 3 factores lineales diferentes, entonces sus fracciones parciales serian
de la forma siguiente:

5x+3 A B C
=—+ +—

x(x=3)x+1) x x-3 x+1
Ahora debemos encontrar los valoresde A, By C
Multiplicando por x(x —3)(x +1) a cada termino, resulta:

5x+3 = A(x - 3)(x +1)+ Bx(x +1) + Cx(x - 3)
Una manera rpida y efectiva es evaluando la dltima expresion en las raices de q(x) :
Si Xx=0 , resulta:

5(0) + 3= A(0—3)0+1)+ B(0)(0+1) + C(0)(0-3)
3=-3A
A=-1
Si X =3, resulta:
5(3)+3= A(3-3)3+1)+ B(3)(3+1) + C(3)(3-3)
18=12B

Si Xx=-1,resulta:
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5(~1)+3 = A(-1-3)-1+1)+ B(-1)(-1+1) + C(-1)(-1-3)
-2=4C

c=-%
Integrando,

JASX‘HO'X: [‘1+%+%]dx

X3—2X2—3X X x-3 x+1

=- de+§ ! dx—E idx
X 21 x-3 21 x+1

:—In\x\+%In\x—3\—%ln\x+ﬂ+c

CASO II. En q(x) hay factores lineales repetidos

Ejemplo-

3x2—8x+13
Calcular || ————— dx
J (x+3)x-1)

SOLUCION:
En este caso las fracciones parciales para la integral serian de la forma:

3x*-8x+13 _ A , B _C
(x+3)x—1f x+3 x-1 (x-1y
multiplicando por (x+3)(x—1)? se obtiene:
3x? —8x+13= A(x—l)2 +B(x+3)x-1)+C(x+3)
Evaluando para las raices:
Si X = -3, resulta:
3(-3)? —8(-3)+13 = A(-3-1)? + B(-3+3)x—1)+C(-3+3)
64 =16A
A=4
SiXx=1, resulta:
31)° -8(1)+13 = A(l-1)* + B(1+3)1-1)+C(1+3)
8=4C
c=2
Como ya no disponemos de otra raiz, evaluamos para cualquier otro X y empleamos los valores
ya encontrados:
Six=0, resulta:
3(0)% -8(0) +13=4(0-1)* + B(0+3)0-1)+2(0+3)
13=4-3B++6
B=-1

3x2 —8x+13 4 -1 2
— = | ——+—+ dx
(x+3)x—1)? x+3 x-1 (x-1)
=4 de— idx+2 ;dx
x+3 x-1 (x—1)2

=4In\x+3\—ln\x—1‘—i1+c
X_

Integrando
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CASO III. En q(x) hay factores cuadraticos irreducibles

Ejemplo-1

2
Calcular %dx
X —4X° +5X

SOLUCION:
En este caso las fracciones parciales para la integral serian de la forma:

5x2+2  _ 5%°+2 A B(Zx 4)+C
x3 — 4x% 4 5x x(x2—4x+5) X X2 —4x+5

Note que para el polinomio de grado uno, que es numerador de la fraccion con denominador el

factor cuadratico, se lo define con la derivada del denominador; por asunto de facilitar el calculo de
la derivada.

Simplificando, tenemos: 5x2 +2 = A(x2 —4x+ 5)+ [B(2x-4)+C](x)
Evaluando para x =0,

5(0)% +2 = A(0)? ~4(0)+ 5)+ [B(2(0)- 4)+ C0)

2=5A
Para X = 2, porque anulamos el término que contiene a B y como ya se conoce el valor de A
52)* +2= A((z)2 ~4(2)+ 5)+ [B(2(2)-4)+C]2)
22=2(1)+2C
= 5%
Evaluando para X =1 y empleando lo valores de Ay C, tenemos:
5(1)° +2= 2 (1) - 4(01)+5)+ [B(20)-4)+ %Ja)

7=2(2)+[B(-2)+ %]

- 23
B=2%,
Ahora, integrando resulta

5x% +2 dx — V 2/0(2X 4)+5% i
x3 —4x? +5x x% —4x+5
2 ldx S 2x-4 54 R
51 x x2 —4x+5 s X% —4x+5

:gln\xhﬁln‘x2 —4x+5‘+E #dx
5 10 5 | (x-2)2+1

=Eln\x\+§m‘x2 —4x+5‘+ﬁarctg(x—2)+c
5 10 5

tjemplo-2

3
X" -1
Calcular 3 dx
X + X

SOLUCION:

Note que en esta integral la fraccion no es propia, el grado del numerador es 3 y el del
denominador también; por tanto dividiendo primero, se obtiene:

3_
X 1_1 X+1

X3+X X3+X

La integral seria ahora:
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3_
S [1_ X+1 de
x3 4+ x x3 4+ x
= | 1dx— );+1 dx
X +X

La primera integral es directa y la segunda por fracciones parciales. Entonces:
x+1 x+1 A B(2x)+C
= =—+
X3 +x x(x2 +1) X x% +1
Simplificando tenemos: | X+1= A(x2 +1)+ [B(2x)+ C](x)‘
0+1=A0? +1)+[B(2(0))+C]0)
Evaluando para X =0, resulta:| 1= A(2)
A=1
Evaluando para X =1 y utilizando el valor obtenido para A, resulta
1+1=102 +1)+[B(2))+ CJ1)
2=2+2B+C

2B+C =0
Evaluando para (X = —1 y utilizando el valor obtenido para A, resulta

~1+41= 1((—1)2 +1)+ [B(2(-1))+C]~-1)
0=2+2B-C
2B-C=-2
Tomando simultdneamente, ambos resultados, encontramos los valores de By C
2B+C =0
{ZB -C==2

Bastaria con sumar miembro a miembro las ecuaciones y obtendriamos B: B }/
-2

C=-2B

Entonces |C = —2(— %j

C=1

OTRO METODO para obtener A, B y C, que en ocasiones es mas ventajoso, es el que sigue:

En la expresion x+1= A(x2 +1)+ [B(2x)+C](x) simplificamos hasta obtener un polinomio
reducido en ambos lados de la ecuacion, es decir:

X+1= Ax? + A+ 2Bx? + Cx

x+1=(A+2B)x? +Cx+A

0=A+2B
De la Gltima expresion, rapidamente se puede decir que: <1=C
1=A
A=1
Por tanto B = —%
c=1

En fin, ahora integrando tenemos:
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J' jld _J' x4l
—1(2x)+1
_X_j‘[+x+1}jx
j N _j 2 j 1y
211

= x—[ln\x\ -1 In‘x +]4 +arctg(x)]+C

tjerciciosy Propuestosy 1.6

Encuentre las antiderivadas de:

(® o
T [ 11. 4 dx
(x-1)(x+3) A
et o
> .
2
2. _(ax-2)dx 12. 2X 23)“’2 dx
x3—x2 —2x (x+2 XS +2x+2
bt o
° .
3| 13. X dx
(x+1)(x+2)(x+3)2 J (x2+4)2
.. L 2
2
o [ b u [oteecs,
x3 +3x2 + 2x o x(x2+2)
L4
[ (2 [ x2 —4x+3
5 X< +x-10 dx 15. i dx
(2x—3 X2 +4 o (x—l) X< +1
L4
. 2 ] X3 ~ 1
6 | et 6. | XL w
% ox%rx-1 J 4x° - x
.. .
T P A B
X2 +x-2 J cos X+C0SX—6
] (® 2 4
8. dx 18. %
(x274x+4)(x275x+6) J sec t-3tant+1
¢ .
d
dx
3x-1 19. AT
S 2 2 d (2 + cos x)sen x
X +1){x° +2x+2 o
¢ o
3 2 dx
x> +0x3—ox% -9 - ==
0. | = 20. 5
x3 +ox J 1+e/2 +e/3 1¢/6
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1.2.3.7 INTEGRA(;I()N DE FUNCIONES RACIONALES
TRIGONOMETRICAS

CASO I. Integrales del tipo jR(sen X, €08 X )dx

Se recomienda la siguiente sustitucion tg% =t de donde {cosx=

1
Calcular | ——————————dx
1+sen X +cos X

SOLUCION:
Reemplazando y simplificando resulta:

! dx = ! 2t
1+sen X+ cos X 2t 1-t2\1+¢2
1+ +

1+t2  1+t2
o
1 2
= 2 2( 2dtj
J 1+t +2t+1-t k1+t
1+t2

N
1+t

=Inl+t+C

:In‘1+tg§+c

CASO II Integrales donde se cumple que

J‘ R(—sen x,—cos x)dx = j R(sen x, cos x Jdx

Se recomienda usar la sustitucion tgx =t de donde <{cosx =
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Calcular 72dx
1+sen” x

SOLUCION:
Reemplazando y simplificando

32

1 1 dt
J‘ 2 dx=j 2[ 2]
1+sen“x [ ] 1+t
t
1+

\1+t2
od

- 1 [ dt ]
2 (1412

J 1+
1+12

~ 1 [ dt j
1+t2 +t2 (1412

L 4
1+t2

o
- %dt
1+2t

1
Jitag®

= %arctg(\/?t)Jr C

= iarctg(ﬁ tg x)+ c

2

tjercicioy Propuestoy 1.7

Encuentre las antiderivadas de:

dx

o
1 dx
" | 2senx+cosx+5
L
o
o x
3sen X + 4¢0s X
[
d
3 1t
3sen x —4cos X
o
* 2
g | Sy
1+ sen“x
[

dx
sen X + tg x
o

dx
cot X + €SC X
d
sinx+cosx—1 X
——d

sinX +cosx +1
o
o

sin X — 2€0s X X
A, |
sinx+cosx+1

Encuentre las antiderivadas de:

Misceld

x—1

1 dx
X3 + 4x
* [ 2
2 |
X

d
arsen x 2
43 e +3X° —4x+2

44,

45. | sen? xcos2xdx

dx




MOISES VILLENA MUNOZ

Lo integral Indefinido

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

(3x2 - 2x)92xdx

3fsen 2x cos® 2xdx

2x-6
7 dx
(x—lix +1i

d
2C0S X

9 — c0os 2X

(x2 —5x + 3)9_2de

[ senh!ﬁ!dx
7

X+1

sen? 2x cos xdx

COS X

dx
/C0S 2X

€05 3x€0s 7xdx

3x% _5x+4

—_

sen x

COS X COS2 x+1
o

dx

3x

——dx
x4 +4x% 45
o

xzarctgxdx

x—22x% + 2x + 3]
o

3 dx
(x +4x+5ix—1)
L4

dx

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

95.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

J 1+ senx + Ccos X

COSs " X
L4

X +4xIn2 x
L 4

X

1+f'/;

(3x2 —2X+ S)In xdx

2(3x2 ¥ 5}<dx

(Gx2 —4x+ 3)arctgx dx

sen - X

2C0S X —sen x «

cos \/;dx

o
5x3 —3x% 4+ 2x -1

3 dx
X<+ 2x'+2ix -1

——0X

N

dx

dx

e 11

eX +1

dx

3
dx
X844

4

4dx

3sen X + cos X

3)(_1 dx
X~ +4x

dx
x4+ x?

In x
dx

7xX+3

2x+3

dx
X3 + 4x

er

eX +1
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24.

25.

26.

21.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41,

42.

x2—3x+2
[

x2—3x+2
[

XA/2X +1dx
2
x3e ™% dx

1

X+/1+Inx

2x -1
x3 = 2x2 —3X

dx

dx

o
x4+3x3—5x2—4x+7

X3+ x2-5x+3

dx

x2 -2
3x+1

dx
(3x —1)cos 2xdx

In(2x + 3)dx

2X+3 dx

3_
); 1 dx
(x +4&

1-senx
dx
X +COS X

2X+3 dx

sen? xdx
sen X + 2cos X

dx

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

1.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

3c0s x — 4sen x
————dx
sen X +Ccos X +1

3tgx— 4cos? x
COS X

dx

2x -5

27(”‘
3X° +6x+9

x-1

———dx
x3 +4x

2xarcsen xdx

dx

ysen XCOS3 X
ol

cos x dx

V1+senx+ cos? x

cos x dx

V1+senx+ cos? x

\/1+ \/;dx

dx

(x+1ﬂx2 +2x+2j

g% 4 32X
—dx

e 45
sin 2x cos 3x cos 2xdx
de
x+3x

dx
(sin x + cos x)?




