CLASIFICACION
Los triangulos se clasifican

a ) segun sus lados en:

APUNTE DE TRIANGULO

i ) escaleno, si sus tres lados tienen distinta magnitud.

ii ) isosceles, sitiene dos lados congruentes. Al tercer lado se le denomina base.

iii ) equilatero, si sus tres lados son congruentes.

Triangulo isésceles

Ejemplo:
Triangulo escaleno
C
5cm 6cm
A 4cm B

F

5cm 5cm
base

D 4 cm E

Triangulo equilatero
T

4 cm 4 cm

R 4cm S

b ) segun sus angulos en:

i ) acutangulo, si sus tres angulos interiores son agudos.

Apunte 1
Ejercicios 1

ii ) rectangulo, si un angulo interior es recto. Al lado opuesto a ese angulo recto se le llama hipotenusa y a los

otros dos lados catetos.

iii ) obtusangulo, si un angulo interior es obtuso.

Triangulo rectangulo

Triangulo obtusangulo

Ejemplo:
Triangulo acutangulo
C
51°
[76° 53°\,
A B

F

377

90° 53°

T

31°

104°  45°\,
R S
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Teorema: en cada triangulo, la suma de los angulos interiores es igual a 180° .

Teorema: en cada triangulo, la suma de los angulos exteriores es igual a 360° .
Teorema: en cada triangulo, cada angulo exterior es igual a la suma de los angulos interiores opuestos a él .

a+p+y = 180°

d+¢&+ ¢ = 360°

¢ = a+f

O = B +y

€ = o+ v

Ejemplos:
o+ B +y = 180° d+¢e+ ¢ = 360° 0} o+ B
F
C F
C 0
720 108 c
108°
450 63° 1359
A D ot
" ”7°§ 45 63°
B
E
Apunte 3
Apunte 4
Apunte 5
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Teorema: en cada tridngulo, dos lados son congruentes si y sélo si los angulos opuestos a ellos también son

congruentes.

Apunte 6

Teorema: en cada triangulo se cumple que la medida de cada lado es menor que la suma de las medidas de los
otros dos lados y mayor que su diferencia absoluta. De manera mas simple, el lado mayor es menor a la suma de
los otros dos lados.

Ejemplo:

BC < AB + CA
5cm 6cm 6cm < 4cm + 5cm

A 4cm B
Apunte 7

SEMEJANZA (~)
Dos triangulos son semejantes si y so6lo si, existe una correspondencia vértice a vértice entre ellos tal que:
» sus angulos interiores correspondientes son congruentes y
» sus lados homologos estan en una misma razon.
Ejemplo: en la figura siguiente se cumple que
» LZAz2z/ZR A 4B =2 4S A £ZC 2 /T
> AB:RS = BC:ST = CA: TR
» AABC ~ ARST
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Apunte 8
CRITERIOS DE SEMEJANZA

a) angulo - angulo (A.A.)

Dos triangulos son semejantes, si existe una correspondencia vértice a vértice entre ellos tal que, dos pares de
angulos interiores correspondientes son congruentes.

Ejemplo: en la figura anterior /A =z /R A ZB=z4/4S = AABC ~ ARST

b) lado - angulo -lado (L.A.L.)

Dos triangulos son semejantes, si existe una correspondencia vértice a vértice entre ellos tal que, dos pares de
lados son proporcionales y sus angulos interiores correspondientes son congruentes.

Ejemplo: en la figura anterior AB : RS = AC: RT A ZA=z/ZR = AABC ~ ARST

c) lado-lado-lado (L.L.L.)

Dos triangulos son semejantes, si existe una correspondencia vértice a vértice entre ellos tal que, sus lados
correspondientes estan en una misma razon.

Ejemplo: en la figura anterior AB : RS = BC: ST = AC: RT = AABC ~ ARST

Teorema: si una recta intercepta a dos lados de un triangulo y es paralela al tercero, entonces el nuevo triangulo

que se forma es semejante al primero.

L||[AB = AABC ~ ADEC
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CONGRUENCIA (=)
Dos triangulos son congruentes si y so6lo si, existe una correspondencia vértice a vértice entre ellos tal que:
» sus angulos correspondientes son congruentes y

» sus lados homologos tienen igual medida.

Ejemplo: en la figura siguiente se cumple que
» L/Az/R A ZB =2 /S A LZC =2 /T
> AB = RS A BC = ST A CA =TR
> AABC = ARST

13

IR

Apunte 9

CRITERIOS DE CONGRUENCIA

a) angulo - lado - angulo (A.L.A.)

Dos triangulos son congruentes, si existe una correspondencia vértice a vértice entre ellos tal que, dos pares de
angulos interiores correspondientes son congruentes y los lados respectivos también.

Ejemplo: en la figura anterior /A =z /R A 2Bz /2SS A AB=RS = AABC =z ARST

b) lado - angulo -lado (L.A.L.)

Dos triangulos son congruentes, si existe una correspondencia vértice a vértice entre ellos tal que, dos pares de
lados homdélogos son congruentes y los angulos interiores comprendidos también.

Ejemplo: en la figura anterior AB = RS A AC=RT A ZAz2z /R = AABC =z ARST

c) lado-lado-lado (L.L.L.)

Dos triangulos son congruentes, si existe una correspondencia vértice a vértice entre ellos tal que, sus lados
correspondientes son congruentes.

Ejemplo: en la figura anterior AB = RS A BC=ST A AC=RT = AABC =z ARST
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SIMETRAL

Definicion

Una recta es simetral de un tridngulo si y solo si, es perpendicular, en su punto medio, a un lado del tridngulo.

En cada triangulo sus tres simetrales se interceptan en un y sélo un punto llamado circuncentro ( centro de la
circunferencia circunscrita al triangulo ).

Ejemplo: en la figura siguiente S, , S, y S son las simetrales del A ABC y O es el circuncentro.

Sb C
Sa
P
(@)
A M B
Sc

El circuncentro se encuentra en
> el interior del triangulo, si y sélo si el triangulo es acutangulo.
» la hipotenusa del triangulo, si y solo si el triangulo es rectangulo.

» el exterior del triangulo, si y solo si el triangulo es obtusangulo.

Apunte 10
BISECTRIZ

Un rayo es bisectriz de un triangulo, si bisecta un angulo interior o exterior de él.
Las tres bisectrices de los angulos interiores de cada triangulo se interceptan en un y sé6lo un punto llamado

incentro ( centro de la circunferencia inscrita al triangulo ).
Ejemplo: en la figura siguiente b , b g Y b , Son las bisectrices de los angulos interiores del A ABC y O

es el incentro.

Apunte 11
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Teoremas de Apolonio
Teorema: En cada triangulo, cada bisectriz de un angulo interior, divide interiormente al lado opuesto en la razén de
los otros dos lados.

Ejemplo: en la figura siguiente b , €S bisectrizde < ACB. AU : BU = AC : BC

C

Apunte 12

Teorema: en cada triangulo, cada bisectriz de un angulo exterior, divide exteriormente al lado opuesto en la razén

de los otros dos lados.

Ejemplo: en la figura siguiente b ¢ es bisectrizde #BCT. AV : BV = AC : BC
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TRANSVERSAL DE GRAVEDAD
Definicion
Se llama transversal de gravedad de un tridngulo, al trazo que une un vértice con el punto medio del lado opuesto.
> las 3 transversales de gravedad de cada tridngulo se interceptan en un y sélo un punto llamado centro de
gravedad o baricentro el cual divide a cada una de ellas en larazén 2 : 1.
» las 3 transversales de gravedad de cada tridngulo determinan 6 triangulos de igual area.
Ejemplo: en la figura siguiente se muestran las transversales de gravedad del A ABC vy el centro de

gravedad o baricentro ( G ) . Ademas se exponen sus propiedades.

C

M , N y P son puntos medios de los lados respectivos.
Transversales de gravedad: t, , tp v t¢

Centro de gravedad: G

Propiedades:

AG:GN = BG:GP = CG:GM = 2:1
AAMG , AMBG , ABNG , ANCG , ACPG y APAG
tienen areas iguales.

Apunte 13

MEDIANA

Definicion

Se denomina mediana de un triangulo al trazo que une los puntos medios de dos lados de él. Cada mediana es
paralela al tercer lado y mide la mitad de él. Los 4 triangulos menores que se forman son congruentes entre si y
semejantes al triangulo mayor.

Ejemplo: en la figura siguiente se muestran las medianas del A ABC vy sus propiedades.

C M, N y P son puntos medios de los lados respectivos.
Medianas : MN , NP y PM
Propiedades :
P N NP||AB , MN||AC y PM||BC

NP:lAB,MN:lAC y PM:lBC
2 2 2

AAMP = AMBN =z APNC =z AMNP (~ AABC)

Apunte 14
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ALTURA
Definicion
Altura de un tridngulo es el segmento trazado perpendicularmente desde un vértice de ese triangulo a su lado
opuesto ( o recta que contiene a ese lado ).
En cada triangulo, sus tres alturas se interceptan en un y sélo un punto llamado ortocentro, el cual se encuentra
> en el interior del triangulo, si y soélo si el tridngulo es acutangulo.
> en el vértice del angulo recto, si y solo si el triangulo es rectangulo.
> en el exterior del triangulo, si y soélo si el triangulo es obtusangulo.

Ejemplo: en la figura siguiente se muestran las alturas del A ABC y el ortocentro (H ).

Alturas : AE , BF y CcD
Ortocentro: H

Teorema

En cada triangulo, el producto de las longitudes de cada altura y su lado respectivo es constante.
Ejemplo: en la figura anterior CD x AB = AE x BC = BF x AC.

Apunte 15
PERIMETRO Y AREA
A continuacion se entregan las formulas para calcular el perimetro y area del triangulo:
C
Perimetrodel AABC = AB + BC + CA
Areadel AABC = %
=
A D B
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Ejemplo: en la figura siguiente se muestra un triangulo con sus medidas lineales y los calculos de su

perimetro y area.

G
6cm 8cm
4 8cm
—
A D B
10em
AB = 10cm BC = 8cm CA = 6cm CD = 48cm
Perimetrodel AABC = 10cm + 8cm + 6cm = 24cm
Areadel AABC = 100m><24,80m = 24cm?
Apunte 16
Apunte 17

Teoremas sobre triangulos semejantes
Dados dos triangulos semejantes, sus trazos correspondientes estdn en una misma razon, sus perimetros estan en
esa misma razon y sus areas lo estan al cuadrado de dicha razén.

Ejemplo: en la figura que se da a continuacién, se cumple lo siguiente

AB  BC  CA  CD
RS ST TR  TU
Perimetrodel AABC ~~ AB
Perimetrodel ARST RS
AreadelAABC  ( AB )’
Area del ARST RS
T
o
~
1 H
A D B R U S
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TRIANGULO ISOSCELES
Definicion
Tridngulo isésceles es aquel que tiene dos lados congruentes. El tercer lado se denomina base.
Teoremas
Teorema: en cada triangulo isdsceles sus angulos basales son congruentes.
Teorema: en cada tridngulo isdsceles, la simetral, la altura y la transversal de gravedad son colineales entre siy a
la bisectriz del angulo opuesto a esa base.
Ejemplo: en la figura siguiente se muestra un triangulo isdsceles y las propiedades mencionadas

anteriormente.

AC = BC
/CAB = <CBA
D: Punto medio de AB

<>
CD: Simetral

%
CD: Bisectrizde £ ACB

CD: Altura y transversal de gravedad
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TRIANGULO EQUILATERO
Definicion
Tridngulo equilatero es aquel que tiene sus tres lados congruentes. Cada uno de sus angulos interiores mide 60° y
cada uno de sus angulos exteriores mide 120°.
Teorema: en cada triangulo equilatero, las alturas son congruentes entre si, son congruentes y colineales con las
transversales de gravedad trazadas al mismo lado, y ademas son colineales con las simetrales y bisectrices
respectivas.
Ejemplo: en la figura siguiente se muestra un triangulo equilatero con sus alturas, transversales de
gravedad, bisectrices y simetrales. Ademas se exponen las propiedades ya mencionadas.
AB = BC = CA
C /BAC = /CBA = /ACB (= 60°)
D,E yF: Puntos medios de los lados respectivos

© o o
AE ,BF y CD: Simetrales

> o> o
AE ,BF y CD: Bisectrices de los angulos respectivos

AE , BF y CD: Alturas y transversales de gravedad

AE:BF:CD:—A283

Perimetro = 3 AB

2
Area = %ﬁ

Teorema: en cada triangulo equilatero, las circunsferencias inscrita y circunscrita, son concéntricas.
Ejemplo: en la figura siguiente se muestra un triangulo equilatero y sus circunsferencias, inscrita y

circunscrita.

AB = BC = CA
/BAC = ZCBA = ZACB (= 60°)
D,E yF: Puntos medios de los lados respectivos

© o o
AE,BF y CD: Simetrales
> > o

AE ,BF y CD: Bisectrices de los angulos respectivos
O: Incentro y circuncentro
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TRIANGULO RECTANGULO
Definicion
Tridngulo rectangulo es aquel que tiene un angulo recto ( 90° ) . El lado opuesto al angulo recto se denomina

hipotenusa y los otros dos, catetos.

Ejemplo: en la figura siguiente se muestra un triangulo rectangulo, sus catetos e hipotenusa.

C

cateto cateto

A hipotenusa B

Proyecciones

En cada triangulo rectangulo, al trazar la altura a la hipotenusa, se determinan las proyecciones de cada cateto a
ella.

Ejemplo: en la figura siguiente se muestra un triangulo rectangulo y las proyecciones de sus catetos sobre
la hipotenusa.

C
AB: Hipotenusa
CD: Alturaala hipotenusa
AD: Proyeccion del cateto ‘CA sobrela hipotenusa
DB: Proyeccion del cateto BC sobre la hipotenusa
-
A D B

Teorema: cada triangulo rectangulo esta inscrito en una semicircunsferencia. Por lo tanto, la transversal de
gravedad trazada desde el vértice del angulo recto al punto medio de la hipotenusa, mide la mitad de ella.

Ejemplo: en la figura siguiente se muestra un triangulo rectangulo inscrito en su semicircunsferencia.

O: Centro de la semicircunsferencia circunscrita
AB: Hipotenusa
t CO: Transversal de gravedad
AB
2

CO =
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Teoremas de Euclides
Teorema: en cada triangulo rectangulo, la medida de la altura a la hipotenusa es media proporcional geométrica de
las medidas de las proyecciones de los catetos sobre ella.

Ejemplo: en la figura siguiente se expone lo dicho en el teorema.

C
CD = h
h AD = ¢
BD = p
h? = pq
n
A 9 D P B

Apunte 18

Teorema: en cada triangulo rectangulo, el cuadrado construido sobre cada cateto es equivalente al rectangulo
construido por la hipotenusa y la proyeccion de ese cateto sobre ella.
Ejemplo: en la figura siguiente se expone lo dicho en el teorema.
C

>
\"UJ
©

[

>
O
Il
O O T o o o 9o

0O T

Apunte 19
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Teorema particular de Pitagoras

Teorema: en cada triangulo rectangulo, el cuadrado construido sobre la hipotenusa es equivalente a la suma de los
cuadrados construidos sobre los catetos.

Ejemplo: en la figura siguiente se expone lo dicho en el teorema.

C
BC = a
b 5 CA = b
AB = c
a? +b? = ¢?
A c B

Apunte 20
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Triangulo ( curso interactivo en linea con examen incluido ).

© NELSON LILLO TERAN
Junio 2017
http://www.eneayudas.cl
matematicayciencias@gmail.com
+56998581588



http://www.eneayudas.cl/pdf/CURRICULUM%20NELSON%20LILLO%20TERAN.pdf
http://www.eneayudas.cl/triangulocurso1/index.html
https://www.geogebra.org/m/sC9FszQF
https://www.geogebra.org/m/sC9FszQF
http://www.eneayudas.cl/pdf/CURRICULUM%20NELSON%20LILLO%20TERAN.pdf
mailto:matematicayciencias@gmail.com
http://www.eneayudas.cl/

