RAZONAMIENTO 10° PERIODO 1

Teorema de Pitdagoras y simplificacion de expresiones
con radicales.

Uno de los primerosteoremas que se conocen en
la historia de las matematicas es el famoso
teorema de Pitagoras, su importancia radica en
que la altura es una medida esencial en el mundo
cotidiano, por ejemplo, cualquier construccion que
se haga debe construirse sobre una base vertical
para que la fuerza de la gravedad no le haga
perder el equilibrio y se derrumbe.

Segun los histonadores las personas de la
antigiedad para hacer construcciones
perpendicularestomaban un lazo, lo dividian en 12
partes iguales y formaban un tnangulo que tenia
cuatro partes en la base y tres en la altura o
viceversa, pues esto les garantizaba que el
triangulo formado era rectangulo, tal como se
representa en la siguiente figura.
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En si, el teorema de Pitagoras plantea que la
hipotenusa (lado opuesto al angulo recto) que
siempre va a ser el lado mayor, es igual a la suma
de los cuadrados de cada uno de los otros lados
denominados catetos.

En el caso anterior seria

52 = 32 + 42
25=9+ 16
25 = 25

Lo cual efectivamente se cumple.

A continuacion se presentaran algunas de las
muchas aplicaciones que tiene este teorema.

Aplicaciones en dreas y perimetros.

En la figura se presenta un terreno gue

tiene forma trapezoidal.
am
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a. Si el costo por metro cuadrado del
terreno es de 80 000 ;Cual sera el costo
del terreno?

b. Elterreno esta cercado con tres cuerdss
de alambre a su alrededor ; Cuantos mefros
de alambre fiene el cerco?

Solucion parte a

El area del trapecio se puede hallar de varas
maneras, una de ellas es hallar el area del
tnangulo y del rectangulo para luego sumarlas.
Sin embargo para hallar el area de estas figuras
se necesita conocer la altura, la cual es la misma
para ambas.

Como el tnangulo es rectangulo, se puede hallar la
altura por medio del teorema de Pitagoras,
teniendo en cuenta que la hipotenusa mide 6
metros y que la base (12 - 9) 3 metros.

(Hipotenusa)® = (cateto1)® + (cateto2)®

62 = 3%+ h?

36=9+h

36 -9 = h? h Sm
27 = h?

2T =1 3m

Descomponiendo el nimero del radicando en

potencias cuadradas para cancelarlas o
simplificarlas con la raiz cuadrada, se obtiene
27 3]
f\:t__\_‘ ¥ 1-_: 9 3
3 A= ri
3 |3
A fa 3 1
g =4
3=k 27=3'x3



El area de las figuras sera entones.
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Area del rectangulo Area del triangulo
e b=h
A=bxh -
A=9x3.f3 A=3"M§""{E
A=27.f3 . gqﬁ:
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Para sumar las dos areas es conveniente convertir
a fracciones homogéneas, para simplemente
sumar los numeradores y dejar el mismo
denominador.

0 +38
2

El area es entonces %ﬁ m?

L

Para saber cual es el costo total del terreno  se
multiplica el valor del metro cuadrado (80000) por

la cantidad de metros cuadrados (%ﬁ].

r

Costo = snnnn:«-%ﬁ:jmfm“ﬁ = 25200003

e

Ltilizando calculadora se obtiene que el costo del
terreno sera de B4364768, 03

Solucion parte b

Para hallar la medida de 3 cuerdas alrededor del
terreno, primero se halla la medida de una cuerda
(perimetro de la figura) y luego esta medida se
multiplica por tres.

Perimetro = 12+3./3+0+6=27+3.3

\Mtilizando la calculadora una cuerda (perimetro)
mide 32,19 metros por lo que las tres cuerdas

alrededor medirian
32.20 x 3 = 96,60 metros

Aplicaciones en el plano cartesiano.

Para hallar una distancia horzontal o verical,
simplemente se halla |a resta entre el mayor y el
menor

Ejemplo la distancia entre 5y 7 es (7 -3) = 2.
Para hallar distancias oblicuas se utiliza una

combinacion de las distancias horizontales vy
verticales mediante el teorema de Pitagoras.

Ejemplo:

Dos barcos parten de un puerto uno hacia
el norte a 30 km por hora y ofro hacia el
ornente a 40 kilometros por hora. Pasadas
tres horas ;que distancia los separa?

Solucion

En la grafica se muestra la posicion de estos
barcos tres horas después de su partida.

90 Km w
r
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Para determinar |la distancia entre estos, que en
este caso seria la hipotenusa, se utiliza el teorema
de Pitagoras.

k' =90% +120°
i =8100+14400
* =22500

i =

Ltilizando la descomposicion de factores, para
expresar el numero 22300 en potencias con
exponente 2, de tal forma que después se puedan
simplificar con el indice de la raiz, se obtiene lo
siguiente.

22500 | 2
11250 | 2
5625 | 3
1875 | 3
6256 | b
125 | 5
25 |5
5|5

22500 = 2°x3*x5'x5*

Reemplazando las potencias y simplificando se
obtiene lo siguiente.

Jiut = 22500
h=af2? %3 x5 x 57
A=2x3x3x3

h =150

De lo que se deduce que la distancia que los
separa, después de |las tres horas de zarpar, es de
150 km.

Aplicaciones a la fisica
(Distancia y desplazamiento)

Aunque usualmente en el lenguaje cotidiano las
palabras de desplazamiento y distancia se usan
con el mismo sentido. desde la fisica, se hace una
diferencia entre estos dos términos.

Se utiliza la palabra distancia para sumar las
longitudes o medidas de cada uno de los diferentes
trayectos que hace un objetc en movimiento,
mientras que |la palabra desplazamiento se utiliza
para representar la distancia recta que hay desde
el punto de donde inicio hasta el punto donde
finalizo su recomdo, sin importar el trayecto
seguido para llegar a este punto final.

Para hallar las distancias horizontales o verticales
en un plano cartesiano, simplemente se resta el
punto final menos el inicial, mientras que para
hallar las distancias oblicuas se utiliza el teorema
de Pitagoras.

Ejemplo

En la grafica se representa el recorido
hecho por un auto que parfe desde el
origen, pasa por el punto P, sigue hasta el
punio Q y finaliza en el punto R.
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g Determinar la distancia {total
recorrida por el objeto.

b. Determine el desplazamiento que
realizo el abjeto.



Solucion parte a

Para hallar la distancia total recomda se debe
hallar por aparte, |la distancia corespondiente a
cada tramo realizado (OP, PQ y QR) y después
sumar estas distancias.

La distanciade P aQ sena(3-4)=35km

Para hallar las distancias oblicuas de D aPy de Q
a R, se debe utilizar el teorema de Pitagoras en
cada caso, aprovechando el hecho de que todo
segmento oblicuo se puede descomponer en un
trangulo rectangulo, tal como se muestra en el
siguiente grafico.
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Aplicando el teorema de Pitagoras se obtiene

Para el recorrido QR

OR=-3 +3%
QR=.f0=0
OR=-{13

OR =342

Para el recorrido OP

OP=-f4" =8
OP = f16+ 64

OP =100
OP =10

De donde |la distancia total recomda seria

oP + PQ + OR
10Km. + 5Km. + 32 10Km

(15 + 3-/2) kM.

Solucion parte B

Para hallar el desplazamiento de O a R, =e traza un
cegmento entre O y R, para a partir del tridgngulo
rectdngulo formado con este zegmento, hallar la

hipotenuza de este tridngulo que s=eria el
desplazamiento pedido.
Y (Km)

X (km)
Como |la base del tnangulo mide 12 Km. y la altura

5 Km., utilizando el teorema de Pitagoras se
obtiene lo siguiente.

OR =127 =5°

OP =144+ 25
0P = ./169
OP=13

El desplazamiento desde O aP es de 13 Km.

Actividad complementaria

Debajo de la grafica se coloca el tiempo que
tardd en hacer cada tramo del recomdo.

Y (Km)




g. Determinar la velocidad en cads tramo
del infervalo.

b. Determinar la velocidad media o
promedio de todo el recormdo.

Distancia entre dos puntos del espacio

Asi como en un segmento oblicuo en un plano
cartesiano, al descomponerlo en sus componentes
rectangulares, se forma un tnangulo rectangulo,
un segmento oblicuo (d) en el espacio forma
siempre un prisma rectangular (caja), tal como se
muestra a continuacion.

Al trazar la diagonal (s) de |la base del pnsma, se
forman dos triangulos rectangulos, uno en la base
y otro perpendicular a este, entre la diagonal de la
base (s), la diagonal del pisma (d) y la altura (h),
tal como se ilustra a continuacion.

Utilizando el teorema de Pitagoras en el tnangulo
rectangulo de la base se obtiene

5:=ﬂ:—L:

Ahora bien, utilizando el valor hallado de 5* en el
otro triangulo rectangulo, se obtiene que

-'.'Jr:=5:—|'1‘fi:

Y reemplazando el valor de s* se obtendria
finalmente que la distancia (d), entre dos puntos
en el espacio es:

di=a*+I* +h*

d=a +I*+ i

Esto es, |la diagonal mayor en un prisma triangular
sera la raiz cuadrada de, la suma de cada una de
sus componentes (largo, ancho y altura) al
cuadrado.

Si se sabe ademas que el ancho (a) del rectangulo
serala diferencia entre las componentes x de los
dos puntos en cuestion (a=x, —x,), ellargo (L}
del rectangulo la diferencia entre las componentes
y(L=Y,—F) ylaaltura(h) la diferencia entre las
componentes z (h=2Z, -Z, ), la distancia (d)
entre dos puntos del espacio Alx.y,.z,) v B

I:x:=.]":=z: ] es

d= \K‘(I: -+, -3 )Y +(z, -7}

Ejemplo 1

Hallar la distancia (d) entre los puntos
Al-3.y-21) vy B(3.2,5)

Solucion

d =0 —%)" = (s =3) +(2: —2)
ﬁ: _4l _4l

d=.36-16=16
d =./68
d=2A7




semejanzade figuras poligonales

Dos figuras o poligonos son semejantes si sus
angulos correspondientes son iguales o sus lados
homélogos son proporcionales, esto es, que la
relacidn entre dos lados homdlogos cualquiera, de
las dos figuras, sea siempre la misma.

Un ejemplo de figuras semejantes es cuando se
saca una fotocopia de una cedula ampliada al
200%, lo cual indica que todos los lados se alargan
en un 200%, esto es, se duplican.

Cédula original Cédula ampliada al 200%

Eem

L=

12em

18em
Decir cuantas veces se alarga cada lado, se puede
representar matematicamente como cuantas veces

cave una magnitud en la otra, lo cual se conoce
como razon o fraccion.

§r:m

Matematicamente se puede decir entonces, que
dos figuras son semejantes, si sus angulos
cormespondentes son iguales o si las relaciones o
razones entre sus lados homologos siempre es la
misma.

Esta relacion es conocida como razon de
proporcionalidad e indica cuantas veces es mas
grande o mas pequefia una magnitud que la otra,
dependiendo si la magnitud mayor va en el
numerador o en el denominador.

En |a cotidianidad es usual confundir que si dos
figuras son parecidas entonces son semejantes y
esto no necesanamente es cierto, pues para que
sean semejantes deben cumplir que todos los
lados homologos de las dos figuras sean
proporcionales. Un caso particular son las fotos
cuando no se amplian en la misma razon, tanto el
largo como el ancho.

Ejemplo 1: verficar si las dos fotos del grafico son
semejantes o no.
Foto distorsionada

Foto original
E —
3 "; - -
#
Jcm dem

En el caso de la cédula y la fotocopia ampliada al
200%, si comparamos las relaciones entre los
lados homélogos, como las cédulas son poligonos
semejantes, las razones deben seriguales.

Lado grande 18 12

Lado pequefic” 9 ~ 6

Al simplificar las diferentes fracciones formadas
entre sus lados comespondientes se obtiene
22

1 1
Como tiene la misma relacion se puede concluir
que los dos rectangulos son semejantes y si se
hace la division (2/1=2) se deduce que el lado
grande es 2 veces el pequefio.

Analizando las relaciones entre sus lados
comespondientes se obtiene

Lado grande 4

Lado pequefio correspondente 3

5
4

Como las fracciones no se pueden simplificar, al no
ser iguales se deduce que las fotos no son
semejantes.

Interpretamos mas detenidamente cada relacion
se deduce lo siguiente.

La relacion entre las bases es (4/3=1,33) estoes,
la base de la figura grande es 1,33 veces mas
grande |a base de la figura pequefia.

La relacion entre sus alturas es (5/4=123) esto es,
la altura de la figura grande es 1,25 veces mas
grande |a base de la figura pequefa.

De lo que se deduce que las figuras no son
semejantes por que no guardan la misma relacion.

Mota: para que una foto no quede distorsionada se
debe ampliar en el sentido de la diagonal y no se
debe confundir ampliar en una misma cantidad,
con sumarla misma cantidad, por ejemplo, sumar
dos entodos los lados no es lo mismo que duplicar
todos los lados.
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Ejemplo 2 (paralelas en un triangulo)

Un motociclista acrobatico va a saltar en una
rampa de 4 metros de base por 220 cm de altura,
tal como se muestra en la figura.

' ™
220 cm.
L -

iCuadl sera la altura a la que se encuentra el
motociclista cuando ha avanzado 3 metros
respecto a la base?

Solucion.

Si se traza un segmento perpendicular al piso a
los tres metros del punto inicial, se obtendria el
siguiente grafico.

220 cm

— A

4

—

Si se divide el grafico  en dos triangulos
expresando todo en centimetros, ya que no se
pueden trabajar con unidades de medida
diferentes, se obtiene lo siguiente

220 cm

00 cm

400 cm

Como las alturas son paralelas entre si, se forman
dos trnangulos semejantes, ya que cualquier
paralela entre un trnangulo siempre va a formar
dos triangulo semejantes y por tanto los lados
correspondientes son proporcionales entre si, esto
es guardan siempre la misma relacion.

Los métodos generalmente utilizados para hallar
proporcionalidad son razones o regla de tres.

Método razones Método regla de tres
ko300
220 4[][]1.1. Base  Altura
;i=—3““4;u““ 300 h
%220 400 220
Fi:
4
h=3x53 = 300220
h=165 400
h=165

Esto es, alostres metros del punto de inicio de la
rampla, la altura es de 165 cm, o lo que es o
mismo 1,65 metros.

Casos especiales de figuras semejantes

Homotecias

Es unatransformacion que se realiza a una figura
inicial a partir de proyecciones sobre un punto
llamado centro de la homotecia.

En otras palabras podemos decir que son figuras
semejantes auna figura inicial, formada al hacer
proyecciones desde un punto a cada uno de los
vertices de la figura inicial. En donde cada
proyeccion al vértice se prolonga en un factor o
razon determinad y al trazar los puntos finales en
cada proyeccion, se forma la nueva figura.




La figura transformada es semejante a la primera
en el mismo factor de proporcion trabajado para
construir la figura, y sus lados homologos respecto
a la figura inicial siempre son paralelos entre si.

Ejemplo 1

Graficar una figura semejante al trangulo
rectangulo dado (con lados 3, 4 y 3 unidades de
longitud), a partir de un punto exterior del triangulo,
con una razon de homotecia de 2.

!
!
/ 10
;s 6
!
/ F:] -
5 -
/3 ___..-""
!
/7 - -
;f ..--F#
J_d"‘
Ejemplo 2

Graficar una figura semejante  al tnangulo
rectangulo dado (de 3, 4 y 5 unidades de longitud)
ya no, partir de un punto exterior, sino de un punto
interior, con una razon de homotecia de 3.

Ejemplo 3

Graficar una figura semejante al trnangulo
rectangulo dado (de 3, 4 y 5 unidades de longitud)
a partir de un punto exterior y con una razon de
homotecia de -2 (proyecciones a cada vértice
desde un punto cualquiera, con el doble de
longitud, pero al lado contrario)

Relaciones entre figuras semejantes

Si dos figuras son semejantes, estableciendo la
relacion entre un par de lados correspondientes se
puede hallar la relacion entre las areas de estas
figuras, simple mente elevando la razon al
cuadrado.

Lo anterior se puede explicar teniendo en cuenta
que en las figuras en dos dimensiones (largo y
ancho) al amplificarlas por un factor (r) tanto el
largo como el ancho, en conjunto se amplificarian
en un factor de (r x r=r*) donde r es la razon de
semejanza entre los lados homologos.

Ejemplo
En el grafico se presenta un plano de la casa de

dofia Amparo y su distribucion, segun los registros
de la curaduria.
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20 em

Eem

8em

16cm
Si en la realidad el largo de la casa es de 18

metros, esto es, 1800 cm. Cual sera el area real de
la casa.

Solucidn

Como es un plano, las medidas reales deben ser
proporcionales a las medidas del plano y como la
figura en el plano y la figura real son semejantes se
debe cumplir que la relacion entre las areas (Area
real / area del plano) debe ser la misma que los
lados homologos de la parte real / plano, pero al
cuadrado

Area real ="f lado real
Area delplano | Ladodel plano |

Areal _ (18007
Aplano |\ 20
.-*Ireaﬁ=fl 1800 ' Aplano
L 20
Para hallar el area del plano se divide el area en
dos partes
-4 4+— 16 —
5 A1
Az 5
16

El area de cualquier rectangulo es base por altura,
luego se deduce que

dem=3em 20 .
;‘i] =f=T{7m_=1D€m_

re re

l6cm = 8cm 128
A: = 5 =

cm® = Gdem®

i

<% plaws

=10em*+64cmi=Tdem?

Reemplazando en la relacion establecida entre el
area real y la del plano

(18007}
Areal = —— | Aplano
L 20 A

-2
.-irer;r3=! 1300 | 74
. 20 A

Areal = (90) 74
Areal =8100 =74
Areal =8100 =74
Areal = 591400 cm*

Quedacomo ejercicio al lector expresar591400 cmfen
m?, teniendo en cuentaque 1m® esigual a3 10000 cmd.

Solucion: 59,24 metros.
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